Zatacznik nr 8
MATEMATYKA

Zakres merytoryczny obowigzujacy na egzaminie doktorskim w SGH

1. Teoria zbioréw, topologia, teoria miary i calki

1.

Zbiory, dziatania na zbiorach. Zbior liczb rzeczywistych (prosta
rzeczywista) i jego podzbiory - zbior liczb naturalnych, catkowitych,
wymiernych, niewymiernych. Pojecie iloczynu kartezjanskiego. Ptaszczyzna
R? i przestrzen tréjwymiarowa R® jako iloczyny kartezjanskie. Relacje
dwuargumentowe, rodzaje relacji, relacja rownowaznosci.

. Pojecie funkcji. Rodzaje funkcji (réznowartosciowe (iniekcje), "na”

(suriekcje), "1-1" (bijekcje)). Skfadanie funkcji, funkcje odwrotne. Przyktady.
Moce zbioréw, réwnolicznos¢ zbioréw, liczby kardynalne (przyktady).
Twierdzenie Cantora-Bernsteina, Twierdzenie Cantora. Moce zbioru liczb
rzeczywistych i jego podzbiorow, moc zbioru punktow ptaszczyzny R% |
przestrzeni trojwymiarowej .3

Uporzadkowanie zbioréw, zbiory liniowo uporzgdkowane. Zbiory dobrze
uporzgdkowane (definicja). Liczby naturalne i zasada indukcji
matematycznej. Przykfady zastosowania zasady indukcji matematyczne;j.

Literatura obowigzkowa do tematow 1-4:
1. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspdfczesnej , PWN, Warszawa (wiele
wydan).
2. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii , PWN, Warszawa
(wiele wydan).
Literatura dodatkowa do tematow 1-4:
1. A. Mostowski, K. Kuratowski, Teoria mnogosci , Monografie
Matematyczne Tom 27, IM PAN, Warszawa 1952.

Definicja metryki, przyktady metryk na prostej rzeczywistej i na
ptaszczyznie R Definicja przestrzeni metrycznej. Podzbiory otwarte,
domkniete przestrzeni metrycznej. Podzbiory zwarte przestrzeni metryczne;.
Definicja przestrzeni topologicznej. Podzbiory otwarte, domkniete
przestrzeni topologicznej. Wnetrze, domkniecie podzbioru przestrzeni
topologicznej. Podzbiory zwarte przestrzeni topologicznej.

Pojecie granicy i zbieznosci ciggu punktéw przestrzeni metrycznej. Ciggte
odwzorowania przestrzeni metrycznych. Przestrzenie metryczne zupetne.
Przestrzenie metryczne zwarte. Kryterium zwarto$ci podprzestrzeni
(podzbioru) przestrzeni euklidesowej R"™.

. Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zwezajgcym. Przyktady

zastosowania Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu zwezajgcym.



Literatura obowigzkowa do tematow 5-7:
1. R. Engelking, K. Sieklucki, Wstegp do topologii , PWN, Warszawa (wiele
wydan).
2. W. Kotodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa (wiele
wydan).
Literatura dodatkowa do tematow 5-7:
1. K. Kuratowski, Wstgp do teorii mnogoSci i topologii , PWN, Warszawa
(wiele wydan).

8. Sigma-ciato — definicja i proste przyktady. Sigma-ciato zbiorow
borelowskich przestrzeni metrycznej lub ogdlniej — przestrzeni
topologicznej. Pojecie przestrzeni mierzalnej. Pojecie miary (nieujemnej).
Pojecie przestrzeni z miarg. Przyktady.

9. Konstrukcja miary Lebesgue’a na prostej rzeczywistej i ogdlniej — w R".
Przyktady zbiorow mierzalnych. i niemierzalnych. Funkcje mierzalne i
niemierzalne. Definicja, przyktady. Konstrukcja wielowymiarowej catki
Lebesgue’a [ nf (x)dx funkcji mierzalnej f:R">R (szkic).

10.Réznice i podobienstwa miedzy catkg Lebesgue’a, Riemanna i Riemanna-
Stieltiesa funkcji o argumencie rzeczywistym. Funkcja pierwotna (catka
Newtona-Leibniza). Funkcje catkowalne i niecatkowalne. Definicja,
przyktady.

Literatura obowigzkowa do tematoéw 8-10:
1. W. Kotodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa (wiele
wydan).
2. W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, PWN, Warszawa (wiele
wydan).
Literatura dodatkowa do tematoéw 8-10:
1. A. Birkholc, Analiza matematyczna. Funkcje wielu zmiennych, PWN,
Warszawa (wiele wydan).

2. Algebra, algebra liniowa i geometria, przestrzenie unormowane

11. Definicja grupy. Przyktady grup przemiennych i nieprzemiennych.
Dziatania na elementach grupy. Orbity. Definicja ciata. Przyktady ciat.

12. Ciato liczb zespolonych. Posta¢ algebraiczna i trygonometryczna liczby
zespolonej, zaleznosci miedzy nimi. Dziatania na liczbach zespolonych.
Wzoér de Moivre’a.

13. Zasadnicze twierdzenie algebry i rozktad wielomianu na czynniki w ciele
liczb rzeczywistych i zespolonych.

Literatura obowigzkowa do tematoéw 11-13:



1. A

1. A. |. Kostrykin, Wstep do algebry, PWN, Warszawa 1984 (jest
wydanie pdzniejsze, w trzech tomach).
2. W. Sierpinski, Zasady algebry wyzszej , Monografie Matematyczne
Tom 11, IM PAN, Warszawa 1946.
Literatura dodatkowa do tematow 11-13:
1. A. Biatynicki-Birula, Algebra, PWN, Warszawa (wiele wydan).

14. Przestrzenie liniowe. Baza przestrzeni liniowej. Podprzestrzenie liniowe,
przestrzenie rozpinajgce i ich bazy.

15. Przeksztatcenia (odwzorowania, operatory) liniowe. Jadro i rzad
przeksztatcenia liniowego. Monomorfizmy, epimorfizmy i izomorfizmy.

16. Podprzestrzenie niezmiennicze przeksztatcenia liniowego. Wektory witasne
i wartosci wtasne przeksztatcenia liniowego. Interpretacja, przyktady.
Przyktady zastosowania wektoréw i wartosci wtasnych odwzorowania
liniowego.

17. Macierz odwzorowania liniowego w bazach. Definicja. Zwigzek pomiedzy
operacjami na odwzorowaniach a operacjami na macierzach (sktadanie,
odwzorowanie odwrotne). Rzgd macierzy, wyznacznik macierzy.
Interpretacja, wtasnosci.

18. Normy. Przestrzenie liniowe unormowane. Przestrzenie Banacha. Pojecie
granicy i zbieznosci ciggu punktéw przestrzeni unormowanej. Istnienie
granicy ciggu Cauchy’ego w przestrzeni Banacha. Definicje, przyktady.

19. Kula jednostkowa w przestrzeni unormowanej. Odwzorowania liniowe
przestrzeni unormowanych. Norma odwzorowania liniowego przestrzeni
unormowanych. Definicje, przyktady.

20. lloczyn skalarny, norma indukowana przez iloczyn skalarny. Przestrzenie
unitarne, przestrzenie Hilberta. Definicje, przyktady.

21. Nierébwnos¢ Schwarza (wraz z dowodem). Postacie nierownosci
Schwarza w wybranych przestrzeniach unitarnych. Cosinus kgta miedzy
wektorami w przestrzeni unitarnej. Ortogonalnos¢ (prostopadto$c)
wektorow.

22. Baza ortogonalna i ortonormalna przestrzeni unitarnej. Zupetna baza
ortogonalna i ortonormalna przestrzeni Hilberta. Ortogonalizacja Gramma-
Schmidta. Przyktad przestrzeni Hilberta o bazie zupetnej z nieskoniczong
liczbg wektoréw. Rozwiniecie wektora z przestrzeni Hilberta w szereg
wektoréw z (zupetnej) bazy ortonormalne;.

Literatura obowigzkowa do tematow 14-22:

. I. Kostrykin, J. |. Manin, Algebra liniowa i geometria, PWN, Warszawa 1993.

2. W. Sierpinski, Zasady algebry wyzszej , Monografie Matematyczne
Tom 11, IM PAN, Warszawa 1946.

3. W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, PWN, Warszawa (wiele
wydan).



Literatura dodatkowa do tematow 14-17:
1. A. I. Kostrykin, J. I. Manin, Wstep do algebry. Tom 2. Algebra liniowa,
PWN, Warszawa 2023.
Literatura dodatkowa do tematéw 18-22:
1. W. Kotodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa (wiele
wydan).

3. Rachunek rézniczkowy funkcji jednej i wielu zmiennych rzeczywistych

23. Pochodna 1. rzedu funkcji jednej zmiennej. Interpretacja. Pochodne
wyzszych rzeddéw funkcji jednej zmiennej. Definicje, przyktady funkcji n-
krotnie rozniczkowalnych i nier6zniczkowalnych. Wzér Taylora. Reszta
we wzorze Taylora. Rozwiniecie funkcji w szereg Taylora. Przyktady
rozwinie¢ najwazniejszych funkcji w szereg Taylora.

24. Pochodne czgstkowe funkcji (odwzorowania) wielu zmiennych 1. Rzedu
i wyzszych rzedéw. Pochodna kierunkowa. Rézniczkowalnos¢ odwzorowan.
Wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych. Przykfady.

25. Ekstrema lokalne i globalne funkcji jednej i wielu zmiennych. Ekstrema
warunkowe. Twierdzenie Weierstrassa o istnieniu wartosci najwiekszej i
wartosci najmniejszej rzeczywistej funkcji ciggtej na zbiorze zwartym.
Mnozniki Lagrange’a i ich interpretacja ekonomiczna. Warunki Kuhna-
Tuckera.

Literatura obowigzkowa do tematow 23-25:
1.G. M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, Tom I, PWN,
Warszawa (wiele wydan).
2. 2. K. Sydsaeter, P. Hammond, A. Seierstad, A. Strom, Further
Mathematics for Economic Analysis, Prentice Hall, 2005.
Literatura dodatkowa do tematéw 23-25:
1. W. Kotodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa (wiele wydan).

4. Elementy analizy zespolonej

26. Pochodna funkcji zmiennej zespolonej. Szeregi potegowe zmiennej
zespolonej. Promien zbieznosci szeregu potegowego. Pochodna szeregu
potegowego.

27. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna zmiennej zespolonej. Sinus i cosinus
zmiennej zespolonej. Definicje, rozwiniecia w szeregi potegowe, wiasnosci.

Literatura obowigzkowa do tematéw 26-27:
1. F. Leja, Funkcje analityczne i harmoniczne , Monografie Matematyczne Tom 29,
IM PAN, Warszawa 1952.



2. W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, PWN, Warszawa (wiele wydan).
Literatura dodatkowa do tematow 26-27:
1. W. Kotodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa (wiele wydan).

5. Rachunek prawdopodobienstwa

28. Przestrzen zdarzen elementarnych. Funkcja prawdopodobienstwa.
Przestrzen (trojka) probabilistyczna. Zmienne losowa, jako odwzorowanie
mierzalne. Rozktad zmiennej losowej jako miara na przestrzeni jej wartosci.
Przyktady.

29. Wartos¢ oczekiwana i inne charakterystyki zmiennej losowej o
wartosciach rzeczywistych (wariancja, momenty, momenty centralne,
kwantyle). Warunkowa wartos¢ oczekiwana. Przyktady, istnienie,
interpretacja. Nierownos¢é Czebyszewa i przyktady jej zastosowania.

30. Mocne i stabe prawo wielkich liczb. Centralne Twierdzenie Graniczne.
Sformutowanie, przyktady zastosowan. Przyktady, gdy prawa wielkich
liczb lub Centralne Twierdzenie Graniczne nie zachodzg.

Literatura obowigzkowa do tematow 23-15:
1.J. Jakubowski, R. Sztencel, Wstep do teorii
prawdopodobienstwa, Script, Warszawa (wiele wydan).
2.A. A. Borowkow, Rachunek prawdopodobiernstwa, PWN, Warszawa 1975.
Literatura dodatkowa do tematow 11-13:
1. W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, Tom I, Tom Il, PWN,
Warszawa (wiele wydan).

6. Materialy dostepne w Internecie

Polecane strony internetowe:
http://pldml.icm.edu.pl/pldml/browse/articles-hipldml.action
https://mst.mimuw.edu.pl/
https://wazniak.mimuw.edu.pl

Uwaga
Szczegotowe pytania egzaminacyjne formutuje egzaminator powotany w ramach
komisji ds. egzaminu doktorskiego.
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